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Practica 4 — Dinamica de equilibrio

Ejercicio 1. Ecuacién de Langevin para el oscilador armoénico. Estudie la ecuacién
mi + ni + kx = £(1), (E)E()) =2Tné(t —t'). (4.1)
a) Muestre que la funcién de Green de la ecuacién es

e—V(t—to)

G(t, to) = @(t — tO)T sen@(t — to), (42)

con vy =n/2m, & = \/wi — %, wo = \/k/m.

b) Utilice la funcién de Green para calcular la funcién de correlacién en el limite ty — oo y obtenga
T
C(to +t,to) = Eefw [cos wt + l send)t] , (4.3)
w

o bien T
C(to +t,to) = Ee_”*t {coshd;t + 7 senhd)t} , (4.4)
w
con & = i@ (esta segunda expresién es mds 1til en el caso sobreamortiguado 2 > wg).

c) Muestre que en el limite sobreamortiguado w3 /7? — 0 la funcién de Green y la correlacién tienden a

e_kt/n
Gs(t,to) = O(t — to) ot (4.5)
T
C(t) = Ee*kt/n, (4.6)

cuando el tiempo adimensional ¢ = kt/n es finito. Observe que G, (t,t) es la funcién de Green de la
ecuacién de Langevin sin masa,

nt = —kx + £(t). (4.7)
Ejercicio 2. Procesos de Markov.
a) Para el proceso de Wiener, definido por
Pi(z,0) = 4(x), (4.8)
Ty(walar) = —m=e = (ramm)/2, (4.9)

V2t

muestre que satisface la ecuacién de Chapman-Kolmogorov, y que no es estacionario ya que Pj(z,t) =

2 . . . s ’
e’ /Qt/\/ 27t. Este proceso corresponde a un caminante aleatorio, o bien a la posicion de una particula
Browniana.

b) Muestre que el proceso de Ornstein- Uhlenbeck,

1 .
Py(2,0) = me—f/% (4.10)
1 o — e~ )2 2t
Tulmalmn) = e T T, (411)

es estacionario. Este proceso puede describir la dindmica de la velocidad de la particula Browniana.



Ejercicio 3. Teorema de fluctuacién-disipacién.

a) A partir del TFD, derive la relacién

X' (w) = ng’(w), (4.12)

donde x(w) = x/(w) + ix"(w) = [dte™*R(t) y andlogamente para la funcién de correlacién temporal
C(t). Esta es la forma en que suele escribirse el TFD en dominio de frecuencia, relacionando la funcién de
correlacién con la parte disipativa de la respuesta.

b) ;Qué forma tiene la correlacién cuando x’ es independiente de la frecuencia? ;Cuédnto vale x” en ese caso?
Ayuda: recuerde las relaciones de Kramers-Kronig.

¢) Utilice (4.12) para escribir una relacién entre las fluctuaciones de polarizacién eléctrica y la permitividad
dieléctrica.
Ejercicio 4. Hipétesis de escala dinamica. Muestre que la hipétesis de escala

Clivw) = W fwfani k), an = kk9) (1.13)

implica
C(k,t) = C(k,t =0)g(t/m, k), T = kT*h(kE). (4.14)
Ejercicio 5. Dinamica de equilibrio del modelo Gaussiano.

a) Resuelva la ecuacién de Langevin para el modelo Gaussiano,
8t¢($, t) = FVQd)(CB, t) - FH2¢(337 t) + £(m7 t)a <€(’U'T7 t)f(’UﬂI/, t/)> = 2F6(.’E - :B/)(S(t - t/) (415)
Muestre que el exponente critico dindmico es z = 2.

b) Verifique que la solucién cumple el teorema de fluctuacién-disipacién, y que contiene a la correlacién
estdtica C(k) obtenida anteriormente.

c) Observe que para p? = 0 la ecuacién se reduce (aparte del término de ruido) a la ecuacién de difusién.
(Es la dindmica de difusién una dindmica critica? ;Por qué?

d) Estudie la dindmica del modelo Gaussiano con para el caso de pardmetro de orden conservado y muestre
que el exponente critico dindmico en este caso es z = 4.



