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Practica 2 — Modelos ferromagnéticos en el reticulo

Modelo de Ising. Se trata de uno de los modelos mas estudiados en mecdnica estadistica. Si bien es un
modelo de formulacién muy simple, exhibe transiciones de fase, y de hecho consituye una especie de paradigma
de las transiciones de fase de primero y segundo orden. Fue propuesto por W. Lenz en 1920, como un modelo
simple para un ferromagneto (Binney et al., 1992), y resuelto en su version unidimensional por E. Ising en 1925.
Se trata de un modelo clasico de variables discretas. En su version més general el hamiltoniano de Ising es

H=YJ;88; =Y hiSi,  Si==*l (2.1)
ij i
donde la matriz de interaccion J y el campo h estan fijos. Segin como se elija la matriz J se tienen las distintas
versiones del modelo. Generalmente, las variables .S; se asocian a sitios de un reticulo en d dimensiones,

H = Z JrRrR' SRSR — ZhRSR~ (2.2)

RR' R

Se suele referir a las variables S; como “spines”, y llamar “magnetizacién” a la cantidad m = + >°.(S;) = (9;).
Consideremos el caso de campo uniforme (hg = h) e interaccién ferromagnética (es decir, que favorece
energéticamente las configuraciones en las cuales pares de spines tienen el mismo valor) a primeros vecinos:

JRR/ =

_J . ’ . .
{ 5 si Ry R’ son primeros vecinos (2.3)

2 .
si no

El hamiltoniano se suele escribir
H=-JY 8S;—h>_ 8 (2.4)
(i) i
donde (ij) quiere decir sumar sobre todos los pares de primeros vecinos. Para definir completamente el modelo,

resta especificar el reticulo considerado, p. €j. cuadrado, triangular, (d = 2) cubico simple, cibico centrado en
las caras (d = 3), etc. En d = 1, el hamiltoniano se puede escribir simplemente

N
H=-JY S8Si1+h)» S (2.5)
=1 7

Ejercicio 1. Modelo de Ising en la aproximacién de campo medio. Resuelva el modelo de Ising fe-
rromagnético d-dimensional en la aproximacién de campo medio y muestre que esta aproximacion predice la
existencia de una trasicién de fase con ruptura espontédnea de simetria. Utilice la formulacién variacional de la
aproximacién de campo medio, en la cual se supone que la probabilidad conjunta de las variables microscépicas
(en este caso las S;), estd factorizada, es decir que las S; son independientes,

P({S5:}) = Hpi(Si)a (2.6)

donde las p;(S;) se eligen de modo que la energia libre, calculada con esta forma particular de P({S;}), sea
minima. Esto equivale a decir que se reemplaza la interaccién de las particulas entre si por la interaccion de
cada una de ellas con un campo externo, no necesariamente el mismo para todas.

Proceda del siguiente modo:



a)

b)

d)

f)

g)

Como los valores permitidos para S; son +1, podemos parametrizar con toda generalidad la p; como
pi(S) = gids1 + (1 — gi)ds 1, (2.7)
o bien, cambiando ¢; por m; = (p;(S)) = 2¢; — 1,

_1-1-77%(S 1-
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pi(S) i (557_1. (2.8)

Notar que escrita de este modo, p;(S) estd ya normalizada. Calcule la energfa libre con esta forma de
la probabilidad (recuerde, cuando tenga que evaluar términos de la forma (S;S;), que debido a la forma
particular de la probabiliad los valores medios se factorizan, (S;S;) = (S;)(S;)). Debera obtener

F[P] = —JZmimj - Z him; — %Z s(my), (2.9)
(i) i 5

s(m)=—1+mlog<1+m>—l_mlog(l_m>. (2.10)

2 2 2 2

Ahora busque el minimo de la energia libre variando los parametros m,;. Muestre que se obtienen las
ecuaciones

m; =tgh |8 Y mj+Bhi| . (2.11)

jeEnn(i)

En el caso h; = h, todos los sitios de la red son idénticos, de modo que la probabilidad de un spin es
independiente del sitio, P(S; = o) = P(S; = o), y por lo tanto m; = m. Llamando z al ndmero de
coordinacion (ntmero de primeros vecinos), la ecuacién de campo medio para la magnetizacion es

m = tanh [z8Jm + Bh]. (2.12)

Considere el caso h = 0. Observe que m = 0 siempre es una solucién. Muestre que cuando 8 > 3., con

1

= —, 2.13
b=+ (213)
existen otras dos soluciones con magnetizacién no nula (+mg). Analice la estabilidad de las soluciones
(esto es, vea si son minimos o méximos de la energfa libre) y muestre que para 8 > . (o bien T' < T,) las

soluciones con m = xmyg son estables.

Ruptura espontianea de simetria. Escriba las distribuciones de probabilidad correspondientes a cada
una de las soluciones estables para 5 > .. Calculando <m2> — (m)Q, muestre que ambas describen estados
puros con {m) = myp, y concluya entonces que la aproximacién de campo medio predice la existencia de
una transicién de fase con ruptura espontdnea de simetria en el modelo de Ising. Se trata de una trasicion
de fase continua, porque el pardmetro de orden (en este caso, la magnetizacién) se anula (tiende al valor
de la fase de alta temperatura) al acercarse a la transicién desde la fase ordenada: m — 0 cuando T' — T, .

Exponentes criticos. Utilizando la ec. (2.12) muestre que para T =T, + €
m~(T.—T)°, B=1/2 (T'<T.) (2.14)

X=—-| ~T-T)7, y=-1 (I>T.). (2.15)
dh |,_,

Finalmente, para T = T, y para campos pequenos, obtenga
m~h/ §=3. (2.16)

Los exponentes 3, v y d asi definidos son algunos de los exponentes criticos, que caracterizan la transicién
de fase.

;Cémo dependen los resultados anteriores, y en particular los exponentes criticos, de la dimensién del
espacio en esta aproximacion?



Ejercicio 2. Modelo de Ising completamente conectado. Si para la matriz de interaccién de la ec. (2.1)

se elige J;; = —J/2N(1 — 6;5), el hamiltoniano que resulta describe interacciones de alcance infinito, esto es,
cada spin interactia con todos los otros spines:
H:—izsisj_hzsh (2.17)
2N -y ,
1#£] 7

(el factor 1/N se introduce para asegurar que la energia crezca linealmente con N en el limite termodindmico).
En este ejercicio resolverd el modelo de Ising completamente conectado para el caso ferromagnético (J > 0) y
mostrard que la solucién de campo medio (2.12) es exacta para este modelo en el limite termodindmico. Proceda
del siguiente modo:

a) Note que 3, 5iS; = (32, S;)* — >"; SZ. Escriba entonces la funcién de particién

zZ=>" /dM exp[8JM? /2N — B.J + BhMIS(M =~ S;). (2.18)
{si} i

Use la representacion integral de la delta de Dirac 6(z) = (2m) ™! [*_exp(—iAz) d\ y, cambiando el orden

de la suma y las integrales, podra hacer facilmente la suma sobre {.5;}. Finalmente, podré integrar sobre

A usando el método del punto de ensilladura y obtener

Z =N [dm exp[—Npg(m,h)], (2.19)
2
1
glm h) = —J =5 = Z6(m), (2.20)
¢(m) = log[2 cosh(arctanh m)] — m arctanh m (2.21)
1+m I+m 1-m 1-m
——3 log 5~ 3 log 5 (2.22)

b) Utilice el método del punto de ensilladura para integrar sobre m y obtener la energia libre. Muestre que
la condicién de punto estacionario conduce a

m = tanh(8Jm + Bh), (2.23)

es decir a la misma ecuacién de la aproximacién de campo medio pero con z = 1. Explique por qué z = 1
aun cuando cada spin tiene N — 1 vecinos.

c) Ruptura espontdnea de simetria. Ya hemos visto que para 8 > J~! y h = 0 la ecuacién anterior tiene
dos soluciones simétricas no nulas, ademéas de m = 0. Muestre que los dos puntos de ensilladura no nulos
contribuyen igualmente a la funcién de particion:

Z = 2¢PN9(mo), (2.24)

Recordando que la distribucién de probabilidad del pardmetro de orden es P(m) = Z~'e=#N9(™) muestre
que en el limite termodindmico

P(m) = %(5(m—m0) + %(5(m+m0). (2.25)

Calcule <m2> — <m>2 a partir de esta distribucién y concluya que el estado de Boltzmann no es puro, sino

que se escribe

P(m) = %m(m) + %P_ (m), (2.26)

y que por lo tanto para 8 > . la simetria de inversion de spines estd espontaneamente rota.

d) Efecto de un campo magnético pequefio a T' < T.. Agregando ahora un campo h < 1, de modo que
g(m) = go(m) — him, encuentre los puntos de ensilladura perturbados,

my = +tmg + (2.27)

9o (mo)



(observe que ya no son simétricos). Muestre que a primer ordene en el campo la magnetizacién media es

m+e[3thU + m,e_'BN}"”O

(m> = eﬂthO n 67ﬂth0 3 (228)
y que por lo tanto
lim (m) =0, (N finito), (2.29)
h—0
pero
. h .
A}gnoo (m) =my =mg + Pk (h finito). (2.30)

Es decir que el orden de los limites N — oo y h — 0 no conmuta, lo que constituye una forma alternativa
de caracterizar la existencia de una ruptura espontanea de simetria:

lim lim (m) =0, (2.31)
N—o00 h—0

lim 1 = my. 2.32
A W ) = o (232

Ejercicio 3. Modelo de Ising en d = 1. Calcule la energia libre, la magnetizacion y la funcién de correlacion
espacial de espines para el modelo de Ising en d = 1 con campo aplicado. Utilice condiciones periddicas de
contorno con N spines (Sy+1 = Sn).

a) Tomando primero h = 0 por simplicidad, escriba H = )", ho(S;, Si+1). La funcién de particién es
N
Z = Z Hexp[—ﬁho(Si, Sz’—&—l)}- (233)
{8iyi=1
Introduzca la matriz de transferencia T, definiendo sus elementos por
(S|T|S") = exp|—Bho(S,S")], S, 8" ==+1 (2.34)

y muestre que entonces
Z=TrTV. (2.35)

b) En este caso la matriz T es de 2 x 2, y es facil ver que es simétrica. Tiene entonces 2 autovalores reales;
llamémoslos A1 2 con A\; > A2. La funcién de particién se expresa entonces Z = A\ + A\ y

1
f=-xgle? 52 -5 (2.36)

Calcule los autovalores y muestre que la energfa libre en el limite termodinamico es

fe —% log[2 cosh(8.7)]. (2.37)

c) Considere ahora el caso con campo magnético. La funcién de particién se puede escribir de la misma
forma, eligiendo ahora

(SIT|S") = exp{—PBho(S,5") = B/2[V(S) + V(S)]}, (2.38)
con V(S) = —hS. Muestre que la energia libre es
1 2 _
f=-J- 3 log |cosh Bh + \/COSh Bh—(1—e*87)|. (2.39)
d) Con el resultado anterior, calcule la magnetizacién m(h) = —9f/0h y obtenga
ilblg}) A}gnm m(h) =0 (2.40)

para todo . Esto muestra que para toda temperatura finita, la magnetizacion es nula, y que por lo tanto
en d = 1 el modelo de Ising no tiene transicién de ruptura de simetria para T finita.



e) Finalmente calcule la funcién de correlacién espacial spin-spin

C(i,j) = (S5i5;) (2.41)
utilizando la matriz de transferencia. Comience mostrando que definiendo
(S|F|S") = Sdss, (2.42)
se tiene
(S|FT|S") = Sexp[—pBho(S,S")], (2.43)

y que por lo tanto la funcién de correlacion se puede escribir
1 . o .
C(i,j) = 7 Te[T ' FTI FTN I+, (2.44)

Luego evaltie la expresién anterior en la base diagonal de T' para obtener
o1 i—1 j—i N—j+1 2 (v a
Clid) = 3x %:Au ()X | Bl a7+ —— Z [AFMES) (2.45)

Utilizando los autovalores ya calculados para el caso h = 0, muestre que entonces la correlacién espacial
decae exponencialmente, C(i,j) = C(i,4)e~7~/¢, con una longitud de correlacién
¢ = 1 B 1
log(A1/X2)  log[coth(BJ)]

(2.46)

Ejercicio 4. Modelo p-spin ferromagnético. Estudie el p-spin ferromagnético en el caso completamente

conectado: 7
H= —IWF > 88,8, - hz S;. (2.47)

01,02, 0y0p

a) Utilizando la misma técnica que empleé para el modelo de Ising completamente conectado obtenga la
funcién de particién

Z =N [dm exp[-NgBg(m,h)], (2.48)
J 1
m,h) = ——mP — —¢(m), 2.49
glom.b) =~ — £ o(m) (2.49)
¢(m) = log[2 cosh(arctanh m)] — m arctanh m (2.50)
1+m 1+m 1-m 1-m
=-—3 log 5 T3 log 5 (2.51)

b) Muestre que para p = 3 la magnetizacién de equilibrio tiene que cumplir
m = tanh (8Jm?/2) . (2.52)

Para § suficientemente grande, esta ecuacién tiene tres soluciones. Estudiando la forma de la energia libre
g(m) muestre que corresponden a un estado estable, uno inestable y uno metaestable, y que el modelo
tiene una transicién de fase discontinua.

c) Grafique cualitativamente las ecuaciones de estado m(T') a campo 0 y m(h) para temperaturas mayores
y menores que la temperatura critica.

Ejercicio 5. Considere un sistema magnético con una g(m) con un minimo absoluto y un minimo local (es
decir con un estado de equilibrio y otro metaestable).

a) Muestre el agregado de un campo magnético apropiado puede cambiar la estabilidad de los minimos y
producir una transicion de primer orden, y que otro valor del campo puede hacer que el estado metaestable
desaparezca (pierda estabilidad).

b) Si por el contrario se parte de una g(m) con un sélo minimo, jpuede un campo magnético crear un estado
metaestable? ;Qué condicién debe cumplir g(m) para que esto sea posible?

Ejercicio 6. Escriba el Hamiltoniano de una cadena de osciladores armoénicos donde cada particula estd a su
vez fija a un sitio de una red periédica mediante un acoplamiento arménico de intensidad g. Muestre como se
mapea este problema al modelo Gaussiano de espines ferromagnéticos y estudie el comportamiento al variar el
acoplamiento g.



