Mecanica Clasica Afio 2019
Prof. T. S. Grigera

Practica 2 — Principio de minima accién y calculo
de variaciones

Esta préctica abarca los siguientes temas:

a) Grados de libertad. Vinculos: vinculos holonémicos y anholonémicos. Coordenadas generalizadas.
b) Funcién Lagrangiana como descripcién de un sistema mecédnico. Accién. Principio de Hamilton.

c) Funcionales. Variacién para una funcional integral. Variacién para una funcional general. Minimizacién
de una funcional.

d) Minimizacién de la accién. Ecuaciones de Lagrange. Identidad de Beltrami.

Bibliografia: Goldstein et al. (2001, §1.3, I1.1-3), Landau y Lifshitz (1976, §1.1-2).

Ejercicio 1. Demuestre que la curva més corta que une dos puntos dados es una linea recta. Nota: La idea de
este ejercicio es aplicar la ecuaciéon de Lagrange a un caso simple, pero existe una demostraciéon mas sencilla
basada en la desigualdad triangular que no requiere del célculo variacional.

Ejercicio 2. Problema de la curva braquistécrona. La curva braquistécrona, o curva del tiempo mas
corto, es la curva de descenso mas rdapido entre dos puntos para una particula que se mueve bajo la accién de
la aceleracién de la gravedad (sin friccién) y partiendo del reposo. Suponiendo que la particula parte del origen
y llega al punto (xg, —yo) (con yg > 0), encuentre la ecuacién de la curva braquistécrona, es decir la forma que
deberfa tener una pista sin fricciéon para conducir a la particula lo mas rapidamente posible al punto final. Vera
Ud. que el camino mds veloz no es el més corto (es decir, la braquistécrona no es una linea recta, o bien, la
pista 6ptima no es un plano inclinado).

a) Para resolver el problema, primero debe expresar el tiempo 7' que tarda la particula en ir de un punto a
otro como una funcional de la curva y(x) que describe la trayectoria (forma de la pista) buscada. Recuerde
que la longitud de arco se puede escribir ds = |dx|y/1 + y'2 o bien ds = |dy|v/1 + 2’2, o bien, si la curva
estd descripta paramétricamente, como ds = || dt, es decir ds = vdt si el pardmetro es el tiempo. Escriba
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b) Utilice el principio de conservacién de la energfa para expresar la rapidez en funcién de la altura. Podrd
entonces expresar el tiempo como una funcional de y(z), o de z(y):
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c) Ahora minimice la funcional utilizando la ecuacién de Lagrange. En el primer caso el integrando es una
funcién f(y,y’) pero no de la variable independiente x, en el segundo es una funcién f(z',y), es decir que
depende de la variable independiente pero no de la funcién z(y), sino sélo de la derivada. El segundo caso
conduce a una ecuacion de Lagrange mas sencilla; en caso de aplicar la ecuaciéon de Lagrange al primer



funcional conviene utilizar la identidad de Beltrami. Por cualquiera de las dos vias podra mostrar que la
curva braquistécrona debe cumplir la ecuacién diferencial

dy 2 1
S —1 2.4
(dm) 2gC2%y 7 (24)

donde C' es una constante a determinar. Esta es la ecuacién de una curva cicloide convexa hacia arriba y
de radio 1/4Cyg.

d) Integrando (2.4) o bien la ecuacién obtenida para z’(y) a partir del funcional (2.3), exprese la solucién en
forma paramétrica:

! 2gV/Ct — sin2gV/Ct ) , (2.5)
( )

-
- 4Cyg

y(t) (cos 20V Ct — 1) . (2.6)

Ejercicio 3. Deduzca las ecuaciones del movimiento (ecuaciones de Lagrange) a partir del principio de Hamilton
y suponiendo un Lagragiano general L(q;, g;, t).

Ejercicio 4. Muestre que si dado un Lagragiano L(g;,q;,t), se define otro por K(q;, ¢, t) = L(qi, g, t) +
df /dt, donde f(qg;,t) es una funcién diferenciable cualquiera que depende sélo del tiempo y las coordenadas
generalizadas, las ecuaciones de movimiento obtenidas a partir de K(qg;, ¢;, ) son idénticas a las que se obtienen
de L(q;, gi,t). En otras palabras, el Lagrangiano de un sistema mecénico no es tnico.

*Ejercicio 5. Entre todas las curvas planas cerradas de longitud L, encuentra aquella que encierra el drea
mayor.



